Mat B, 7.aflevering

1dg790 - Christian B. Gustafson
March 2020

Betragt fglgende kvadratiske form af tre variable

Q(zq, T2, x3) = a:% + x% + a:g + 27173

(a) Bestem den symmetriske 3x3 matrix A
hgrende til Q
.

(b) Bestem alle egenvaerdierne for A

1—A 0 1
p()\)[A/\I]( 0 1-Xx 0 )
1 0 1—A

1-XMNA-MN1-XN+0+1L(—(1-N)
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= A 4302 =30+ A -1
A7 4307 — 2)
—A%X 4 32\ — 2
—A(A* 43\ —2)
Nu faktorisere vi forst (A2 + 3\ — 2)
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AA=1)—=2(A=1)
Faktorisere feelles faktor A — 1 ud
A=1)(A—=2)
altsa far vi:
“AA=-1)(A—2)

Vi kan nu konkludere at egeveaerdierne er 0, 1 og 2

(c) Redeggr for, at Q er positiv semidefinit

Q er positiv semidefinit nar: A > 0,...,\, >0
Dermed forteeller Theorem 1.7.2 at den kvadratiske form er positiv semi-
definit.

(d) Bestem for hver af egenveerdierne for A
alle de tilhgrende egenvektorer

Jeg starter med at finden egevektoren for egenveerdien 0, derefter 1 og til

sidst 2
1-0 0 1

1 01
0 1-0 0 =10 10
1 0 1-0 1 01

Sa omformer jeg matrixen ved hjeelp af reekkeoperationer til echelonmatricen:

R1'<—1)+R3—>R3:

o O =
)
O O =

Dvs. vores egenvektor hgrende til egenvaerdien A = 0 er:

T1+23=0—>21=—23= 0gxy=0
r3=5=1
T —1
To | =span | O
XT3 1




Nu til egenveerdien 1.

1-1 0 1 0 01

0 1-1 0 =10 0 O

1 0 1-1 100
1 00
R3+R1—>R1,R1+R2—>R22 0 0 1
0 00

Dvs. vores egenvektor hgrende til egenveerdien A = 1 er:

1 =0—23=0

To = 1

I 0

To | = span |1

T3 0

Nu til egenvaerdien 2

1-2 0 1 -1 0 1
0 1-2 0 =10 -1 0
1 0 1—-2 1 0 -1

-1 0 1

Ry + Rs — R3: 0 -1 0
0 0 0

1 0 -1

Ri-(—=1),Ry(-1): [0 1 0
00 O

Dvs. vores egenvektor hgrende til egenvaerdien A = 2 er:

r1—23=0—>21 =2308 15 =0

r3=5=1
I 1
To | = span | 0




(e) Bestem en ortogonal matrix P og en dia-
gonalmatrix D, s& P'AP =D

En reel matrix P er er ortogonal matrix, hvis sgjlevektoren i P udger et
ortonormalt seet i R". En n X n matrix P er ortogonal hvis og kun hvis

PTp—=1

Af denne szetning fglger umiddelbart, at PT = P~! Fgrst finder jeg vores P,
ved brug af egenvektorerne, vi fandt tidligere i opgaven.

-1 0 1
P=10 10
1 01

Nu finder vi den inverse af P, ved at udfgrer reekkeoperationer til reduce-
rede echelon-form

-1 0 1|10 0 -1 0 1/1 00
0 1 0/01 0/R+R;—Ry:|0 1 0/0 10
1 010 0 1 0 02|10 1
. [Fr o110 -1 00|35 0 -2
Ry-(3): | 0 1 0/0 1 O Ry(=1)+Ry—Ri: |0 1001 0
0 015 01 0 013 0 3
100[-2 01
Ri(—a): |01 0] 0 10
0013 0 3
Dvs L
2 2
Pt=[0 10 (1)
L g 1
2 2

For at tjekke om det vi har regnet frem til passer, opstiller vi fglgende udtryk:

P 'AP =D



-3 0 3 101 -1 01
0 1 0f-{0 10 0 1 0]=D
0 3 101 1 01
-0 1 101 (—3+1) 0+0+0) (-i1+1)
0 10 01 0|=1(0+0+0) (0+140) (0+0+0)
o) oy N GH) O G
000 -1 01 000
010 0 10o]=(010
101 1 01 00 2

Altsa, far vi D til at veere det samme som vi konkluderet tidligere. Dermed har
vi bestemt en ortogonal matrix P og en diagonal matrix D, s& P~*AP = D



