Matematik A E2019
Uge 38, Forelaesning 2

Afsnit 6.5 og 7.8-7.10 (kun til og med ex 7.10.1)
Graenseveerdi og kontinuitet



Grenseveaerdi (6.5)

Betragt funktionen

f(@)=55=f (hvorz # 1)
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Ved at se pa grafen og/eller indsaette x-veerdier synes
det umiddelbart klart, at

flr) -2 nar x—1

Det skrives ogsa
lim f(z) =2

r—1



Grenseveerdi — uformel def (6.5.1)

Lad a € R og lad f veere funktion, der er defineret
for alle  ”omkring” a (men ikke ngdvendigvis i x = a)

Vi siger at
f(r) = A nar z—a
eller
lim f(z) = A

hvis vi kan ggre |f(x) — A| sa lille vi gnsker
for alle x, der er tilstraekkeligt teet pa
(men ikke lig med) a.




Eksempel igen
f(@) = 55" (hvor z # 1)
lim f(z) = 2
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Greenseveerdi —regneregler (6.5.2-5)

Lad a € R og lad f, g veere funktioner, der er defineret
for alle x ”omkring” a (men ikke ngdv. i * = a)

Hvis 1iin f(x)=A og liin g(r) = B sa gelder:
. (F(xhj&\\(/}—f/g}(
31;1_1;1}1 (f(a:) + g(:l:)) — A+ = 8- A +j(,<)NB]
' . — : <Pl -A| + ( [x\"B(
lim (f(x)-g(x)) = A-B | Al
@) A
gljli)% m — E hvis B # 0
lim (f (x))r = A" nar A" er defineret
r—a
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Simple eksempler

(NB: Oplagt at limc=c¢ og limz=a)

T—ra T—a -
@eﬁ%mja\ ’pcf ’F(x)f\jfx) L X—L: C(\‘”‘ X)
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+ix
x% + 2 _/( t+ 2 (

hm 5 — =
r——1xc+1 o7+ P




Vigtigt resultat (6.5.6)

Lad a € R og lad f, g veere funktioner, sa f(z) = g(x)
for alle  ”omkring” a (men ikke ngdv. i z = a).

Da geelder: lim f(x) = lim g(x)
r—a

r—ra
. . ozt =1 :
Brug dette til at vise: lim > N = 2 j
(Se evt example 6.5.4) z—1 ('CU o ) = 7? R

[xtl :(xH N(x™=1) = (x*1) (“'\ (X*'ﬂ

For x40 Yl("/ _(5(1'51)()(“!()()(‘(\ _(5(7"—!{>(;(_4/\
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Kontinuitet (7.8)

”Sma eendringer i x giver sma sendringer i f(x)”

— Kontinuert overalt

-6 =5 -4 -3 =2 "-10 1 2 3 4
il

Funktion f er kontinuert i * = a hvis:

lim f(z) = f(a)

”Lokal” egenskab!
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Bevaring af kontinuitet

Lad f, g veere kontinuerte i x = a.
Da er fglgende fkt ogsa kont. i x = a (nar defineret):

f+9. f—9 f-gog?
h givet ved h(x) = (f(:z:))r

Fglger af regneregler for graensevaerdi:

/41/\%« "Fa L<oxf : \;43&\ —{\/q\ 02 X\%O J[Qj
(M@ﬂ‘a\(x o ) Tj(() - ‘F& S(X) —P[q 43[4)

X5 XS X =>2 —5‘;

- | 9)(a)

4242/ ex (Cov\'7[- ¢« X=9

QDurce vise S s,



Sammensat og invers funktion

Lad g veere kont. i a og f kont. i g(a).
Da er f o g kontinuert i a

Lad f veere fkt pa interval I med invers f—!.
Hvis f er kontinuert pa I,

sa er f~1 kontinuert pa f(I) = {f(z)|z € I}.
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Eksempler

Funktionerne f(z) = c og g(x) = = er kontinuerte overalt da

limec=c¢c og limzxz=a
r—ra Tr—ra

Af dette samt resultaterne om bevaring af kontinuitet
fglger umiddelbart at mange funktioner er kontinuerte, fx:

h(z) = x° k(x) = +/z (hvor x > 0)
P(x) = apz"+ an 12" '+ . 4 aix + ag
T3 + 2

r(x) =

2 +1
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Eksempler: Diskontinuerte tkt

Standard-eksempler pa diskontinuerte fkt er
funktioner, der er defineret “stykkevis”, fx:

f(x)_{1 hvis > 0 g(x)_{\/z+2 hvis z > 0

r hvisz <0 —x+1 hvisz <0

Se ogsa gkonomisk eksempel om stempelafgift ved huskgb i UK (ex 7.8.2)



Graenseveerdi — formel def (s5.263-4)

Vi siger at
li_r)n flx)=A
hvis:
For alle ¢ > 0 findes et 6 > 0 sa (for alle x)

O<|zr—al<d = |f(x)—Al<e

y A
S R /’;.;-:h
A+ et A~---  y = f(x)
e
) E— T4 -
A—gt-—- -

Figure 7.9.6 Definition of limit 13




Greenseveerdi fra venstre/hgjre (s. 258-60)

1 hvisz >0

f(w) = {:1: hvis £ < 0

f har ikke graenseveerdi
tfor x — 0

Men f har greensevaerdier fra hhv venstre og hgjre:

lim f(x) =0 lim f(z)=1

x—0~ x—07T

Da f(0) = 0 siges f at veere venstre-kontinuert i z = 0

Tilsvarende er g hgjre-kontinuert i x = 0: I
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Graenseveerdi for £ — -
flx)=A

lim
Tr—r 00

-0 (s. 260-1)

betyder, at vi kan ggre |f(z) — A| sa lille vi gnsker

for alle x, der er tilstrackkeligt store.

I

—_

r+2 _()(+(}+I
B X+

z+l x|

flz) = = |+

lim f(x)=1

r—r 00

lim
r——0Q0

fla) =1
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f(:lj') OO

flx) =22 00 mnar =z — —17

v

—00 nar T — —1~

~

2
f(x):: iil
Husk: oo og —o0 er ikke graenseveaerdier!

Og paspa!l f(z)=2  g(x)=2> h(z)=2"

M—>O nar I — oo
Men: 9(@)

M—>c>o nar I — o0
g(x)
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Seetn. om mellemliggende veerdier (7.10)

Antag f(a) # f(b).

Lad f veere en kontinuert tkt pa |a, b].

Da findes for enhver veerdi y i det abne interval
mellem f(a) og f(b) et c € (a,b), sa f(c) =y.

Jb)|-----mwmmooo /f\
W :
fla);---- /\J

.6 ’—;l(_\ —

Anvendelse: Ligningen
e?~1 =2z
har en Igsning mellem 0 og 1

Tly=e "~ 2x

()= ' 02 o
PN=e -2 =~ £ O
O € < M(.(J\Sg/@,lojga UCQR-/Q:
Doe  clor Plades ¢ < (o)) <3
f(Nze" -2c = 7



Pvelse (pingo.coactum.de, 708646)

Bestem graenseveerdien (x er et fast tal):

2 .2
lim [Z+h) —=
h—0 h
L”“\\/'\v—/

XL 42k —x S

. - L+ 2
n X

/702)< e 7
Do

Overve;j:

Hvad bruger I fra dagens stof?
Minder graenseveerdien jer om noget, I kender fra tidligere?

GI‘LU/\ 3ﬁ\/cu—(jt~ Ca~ /P\(X\ ‘POF_ ‘P[X) :Xz \ 18



Ekstra pvelse
(kun hvis tid!)

In(x +a) hvisxz >0
flae) = g el
x + 2e hvis <0

Bestem tallet a > 0, sa f er kontinuert for alle z € R
P oor kout. Tor alle xzo0.

FQ( Q-I_ 1[\ e L(ov\‘% u\ X =20 r—\cc cQ/LC/QC‘.
[ i+ §(X\ /,M WD(XB

XSO ¥ ot /

Jluﬁf

HO'CA% R S . a = 61
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