Matematik A E2019
Uge 39, Forelaesning 2

Afsnit 6.9-6.11 og 7.3

Differentialregning: Hgjere ordens afledede, eksp.
og log-funktioner, invers funktion mv.



Afledede af hgjere orden (6.9)

Husk def. af differentialkvotient og differentiabilitet for f i a:
f/(a) — lim f(a_l_h) _f(a)

h—0 h

Hvis diff.kvotienten eksisterer overalt (hvor f er defineret),
sa har vi den (fgrste) afledede funktion:

f'(x)

Hvis denne igen er diff. overalt, sa kan vi
definere den anden afledede af f som den afledede af f”:

f,/(l') _ (f,>/(33) — lim f’(ﬂ? + h) B f’(ﬂ?)

h—0 h

Og videre (hvis muligt): " (z) = (f")(z), fW(x)=(f")(x), ...
(@) = (f™) (@), ...



Konvekse og konkave funktioner

Lad f veere en kontinuert tkt pa interval I,
der er to gange diff. i (det indre af) [ J;( or wleserch

Definition af konveks/konkav (s. 205):

f er konveks pa I <  f"(x) > 0 for alle z i (det indre af) [
f er konkav pa I <  f"(x) <0 for alle z i (det indre af) [

s pr A

7

Convex

Concave

P
7\

| |
| |
| 4
X Yy 3



Y s S

Sl . E

= >

< o

C |||||| Imlw M

/
S . RN

X :

> o

- 3 E

ﬂou |||x\AH.m
>

Fo 2
£ Moo P oo lbsech



Den naturlige eksponentialfkt (6.10)

Den naturlige eksponentialfkt: f(x) = e” = exp(x)

Lad os opstille differenskvotienten:
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Andre eksponentialfunktioner

Lad a > 0 og betragt eksponentialfunktionen:
h(x) = a”
Da a = €™@ har vi:

h(il?) ( ln(a)) ln(a)

Sammensat fkt, brug kasedereglen...
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Dvelser

Opgave 3 (fra eksamen februar 2019)
Betragt funktionen f : R — R givet ved

f(z)=ze" for alle x € R.

(a) Bestem funktionerne f’. f” og f” (de afledede funktioner af henholdsvis forste, anden
og tredje orden).
“ Bestem Taylorpolynomiet P5 af tredje orden for f ud fra punktet a = 0.

(c) Brug dine resultater fra sporgsmal (a) til at opstille et kvalificeret gaet pa et udtryk
for f™ (den afledede funktion af n’te orden, n € N). +— pingo.coactum.de (708646)

Vis ved induktion, at dit udtryk geelder for alle n € N.

Ekstra: Betragt funktionen

Bestem ¢'(x).

Bestem alle kritiske punkter for g, dvs alle ¢ med ¢'(¢) = 0.




Betragt funktionen f : R — R givet ved
f(x)=xe® for alle x € R.

(a) Bestem funktionerne f’. f” og f” (de afledede funktioner af henholdsvis forste, ande
og tredje orden).

(¢c) Brug dine resultater fra sporgsmal (a) til at opstille et kvalificeret geet pa et udtryk
for (™ (den afledede funktion af n’te orden, n € N).

Vis ved induktion, at dit udtryk geelder for alle n € N.
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e

g(x) — 332_|_1

Bestem ¢’ (x).
Bestem alle kritiske punkter for g, dvs alle ¢ med ¢'(¢) = 0.
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Differentiation af den inverse (7.3)

Saetning (7.3.1, ”Inverse Fct Theorem”)

Hvis f er differentiabel og strengt voksende pa et interval I,
sa har den en invers f~!, som er strengt voksende

pa intervallet f(I) = {f(x)|x € I}.

Hvis xg er et indre punkt i I og f'(xg) # 0,
sa er f~1 differentiabel i yg = f(zo) med

1
(71 (%) = ¥ = 7o)

NB: Galder ogsa hvis ”strengt voksende” erstattes med ”strengt aftagende”
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1
(71 (0) = 7=y = 7ty

Utormel udledning af reglen:
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Den naturlige logaritmefkt (6.11)

Den naturlige logaritmetkt er den inverse til e”:
fle) = e
f~Hy) =In(y) (hvory>0)

Differentiation vha ssetn om diff. af den inverse:

| [ |
(f=1)' ()

—_—
—

N 1[\1(7“][3% - M@“"(J)/ y

[Bm? Tuverer TeT ﬂr\j

—




Kort gvelse: Lad h(z) = ln(2 ) (hvor z > 0).
Bestem h'(x).
_L— — (u(2x)- | [ = a(2x)
l’\(%\ X—L N %Z

Andre log-tkt: log,(z) = }28 = ln%a) In(x)

Dertor: 10ga< ) = In(a) dci: In(z) = ln%a)%
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Potensfunktioner (s. 217)

For alle a € R:

fy=2 = f(z)=as""

Det kan vi nu bevise:
f(iE‘) R - (eln(ac))a, _ ea-ln(w)
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Logaritmisk differentiation

Lad h veere diff. tkt med h(x) > 0 for alle .
Betragt den sammensatte fkt:

y = In(h( \ relotiv Geelst 4%71
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Eksempel (hvis tid)

hz) = (22 +1)3(x+7)
Bestem h'(x)
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