Matematik A E2019
Uge 41, Forelaesning 2

Afsnit 7.4-7.7
Taylor-approksimation og elasticiteter



Taylor-approksimationer (7.4-5)

Approksimation af funktioner med polynomier

|
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f: I — R, n gange differentiabel i a € I

Fgrsteordens/lineser approksimation (n = 1) omkring punktet a:

/4:/),/9)

f(r) ~ A+ B(x —a) = p1(v)

Bedste approksimation fas ved at kraeve pi(a) = f(a) og pi(a) = f'(a)
Det giver: /41 - {[q)
B=F(2)

Altsi: | py(2) = f(a) + f/(a)(x — a)

Bemeerk: tangenten til f i punktet a




Andenordens-approksimation omkring a:

f(z)~ A+ B(zx —a) + C(z — a)* = pa(x)

Bedste approksimation:
p2(a) = f(a), pa(a) = f'(a) og p3(a) = f"(a)
A:*F[G\ G& B:‘r((q\

0 (N =2C  Avse (=1
/ 2

Altsa:
pa(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + 32 (z - a)?

A:PZ /C‘)

Sadan kan fortssettes med approks.
af hgjere og hgjere grad...



Taylor-approksimationen /Taylor-polynomiet af grad n
omkring punktet a:

pa(e) = f@) + @ —a) + 0@ — 0P + ...+ L@ —a)"

(NB:ji\zj-u—l)-(j—m---.-2-1) Ev . Y4/=4.3.2- |
”j fakultet”

pn, er det n’te-gradspolynomium, der bedst approksimerer
f(x) teet pa punktet a, idet

pn( )= fla), pu(a)=f(a), plla)=f"(a), ..., pi’(a)=f"(a)

(u\ “\
)= G e ey = ()
' Del:
Taylor polynomlet med sum-notation: o)
n f(j)(&) , ( () WD/‘?
pn(z) =) ———>(x—a)

=0 ]' (per definition er 0! = 1)
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Eksempel

fa) = e

Find Taylorpolynomiet af grad n omkring pun;kt'et a:
F=es | fd=e’ o £




pu(@) = f(a) + L2 (@ —a) + L0 (@ — a)’ + ...+ LDz — a)
Dvelse
f(x) = In(1 + 2)
1) Find Taylorpolynomiet af grad 3 omkring punktet a = 0
(Extra: Prov ogsa med Taylor-pol. af grad n » 3
—P(K\—(vtx) ‘F(x —-[-(X 'P (x)w?(/wd
— | 2
) i 3
P3 («) = (w(1) X X 3‘1 X
= X — Z L 3
2 X S X
2) Brug dette til at bestemme en approksimativ vaerdi for In(1 + &)
| - L 1N
] ( ) Pﬁ( (o >“ ’;; ) ) )
= 0~ 0,005 + 00006333, =0,0953%.

lm((*;}): o, 0953107 fe, I 6600027
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Taylors formel (7.6)

Lad p,, veere Taylor-approksimationen for f omkring a = 0.

Forskellen mellem f og p, i punkt z betegnes R,, 1 (x):

Rppi(z) = [f(z) —pa(2)
= f(x)—(f(0)+fll(!o):l:—l—%ﬁ—i—...—l—f(:j!(o):v”)
”fejlen nar vi approksimerer f(xz) med p,(z)”
Altsa har vi oplagt:
f(x) = pn(®)+ Rpya(x)
= f(0)+ fll(!o)a: + f”2(!0) 2 4.+ f(TZ!(O) " + Rpq1(z)

Taylors formel med Lagranges restled: Zned et specifikt udtryk for R, 1(x)




Lagranges restled (7.6.2, s. 244):
Lad f veere n + 1 gange differentiabel pa interval, der indeholder 0 og .

Da geelder:
f(n+1) (Z) n—+1

Boa(z) = oy e

for et tal z mellem O og .

Anvendelse (eks fra tidligere): f(x) =1In(1 + x)

p3(z) =2 — 3% + 3

3

Da f®(z) = =3-2(1 4+ z)~* far vi:

ey (k)
R — _ / ~
() 0 X = p X - *7(/&2) T

For = > 0 har vi sa: (Fer o Dcé(oﬂd\
l -4 Y [
/f?L,(X?/:g(H%) XL ;XL/
l [ o~
437%) 476:)7: 0, 0006025 :

Dus
|




Kort om differentialer (7.4)

Lad f vere differentiabel fkt og dr betegne (arbitreer) sendring i .

Differentialet af y = f(x) er sa:
dy = f'(x) dx

Grafisk: y

—

. .
X x + dx X

Figure 7.4.2 The differential dy and Ay = f(x + dx) — f(x)

Regneregler for differentialer fglger af de tilsvarende regler for
differentialkvotienter (fx. differentialet af produktet af to fkt)
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Elasticiteter (7.7)

* Priselasticitet for efterspgrgsel pa vare

* "Hvis prisen stiger/falder med 1%, hvad er sa den %-vise
a&ndring i efterspgrgslen?”

* Efterspgrgsel som fkt. af pris: D(p)

 Betragt prisaendring frap til p+ Ap

e Sa kan vi udregne (gennemsnits-)priselasticiteten:
D(p+sp] = D(p)

jye

- D@ T e
P P
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Elasticitet — generel definition

For en differentiabel funktion f med f(z) # 0 er
elasticiteten mht x defineret ved:

El, f(x) = f(x)

XL

f(z)

Husk fortolkning: Elasticiteten giver os
(approximativt) den procentvise s&endring i
funktionsvaerdien ved en andring pa 1% i x-veerdien

NB:
 Differentialkvotienter: Absolutte sendringer
 Elasticiteter: Relative endringer!
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Bestem elasticiteterne for fglgende funktioner:

f(x) =+v2x (hvor x > 0) +— pingo.coactum.de (708646)

2ot U
RS I oS
P70 == Gl 2x =
g(x) =In(z® + 1) —
l (  Ix
5(K\:o2>( )(7_+] ‘X1+[
P 7 X 2x°
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