Matematik A E2019
Uge 43, Forelaesning 1

Afsnit 7.11 og 10.1-4
Falger, (uendelige) raekker, rentetilskrivning



Felger/“sequences” (7.11)

En (tal)folge {s,}5°, (eller bare {s,}) bestar af reelle tal:

S1, 82, 83, S4, S5, - ..

Kan opfattes som funktion s : N — R, idet vi lader s(1) = s1, s(2) = s9, etc.

Alternativ notation: (s,)%° ¢, (Sn)nen eller bare (s;,)

Eksempler:
1 1oL
Sn = 5 1}7’1?’/%/5/'”
— (_ n — — —
Sn = (—1) L (/ iy // o

s1=1,s9o=10g s, = Sp_1+ Sp_o for alle n > 3

LGS, 5,8, 13,



Konvergens af f@glger

Las definition:

En folge {s,} er konvergent med graenseveerdien s € R,

hvis fglgens elementer ”efterhanden er vilkarligt teet pa s”.
Sa skriver vi

lim s, = s

n—oo
(eller s,, s for n — o0) RS ¢
o2
05|
S+ €
Praecis definition: S
. S —¢€
For alle € > 0 findes ng € N sa ",
—>
no n

s, — s| < e for alle n > ng

Bemaerk analogien til definitionen af lim f(x) = A ;
r—a
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Uendelige raekker/”infinite series” (10.4)

En uendelige raekke er (Igst sagt!) en uendelig sum af reelle tal:

o

Zan=a1+a2+a3+a4+..

n=1

Giver det mening med en sadan uendelig sum?

Lad os - pa lgsagtigt grundlag - overveje:
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Afsnitsfglgen og konvergens

©.@)
For en uendelige rackke Z a;
i=1
bestar afsnitsfolgen {s,} af ”partial-summerne”

:Zai:a1+a2+...+an
=1

(Dvs. s1 =a1, Sy=aj+az, S3=a1+as+as,...)

Hvis afsnitsfglgen {s, } er konvergent med lim,,_,, s,, = s,
sa siges den uendelige reekke at veere konvergent med sum s:

o

E a; =S (= lim E a;)
n—oo

i=1
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Vigtigt og nyttigt resultat, (10.4.8) s. 387:

o
Hvis den uendelige rackke Z a; er konvergent, sa geelder:
i=1

lim a,, =0
n—oo

Bevis:
n—1

mn
A, = E a; — E a; =Sy, —Sp—1 — S—s=020
i=1

1
’ 'Fcr w = 82



Geometriske raekker (potensraekker)

(Uendelig) Geometrisk reekke (a, k € R):

Zak”_1:a+ak+ak2—|—ak3—|—...

n=1
(Bemszerk: Zak”_l :Zak”)
n=1 n=0
Eksempler:
=1 1. =1 _ , 1 ] | |
DG =Y Q=) B e
n=1 n=0 n=0
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Konvergens og sum af uendelig geom. raekke, (10.4.5) s. 386:

Den geometriske reekke » | ak™ !

n=1
er konvergent hvis og kun hvis |k| < 1, og sa er summen

oo

Zakn_lz 1ik

n=1

Eksempler fra for:

St =7 a T <&

n:12 = B
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o0

Zak”_l = Zak” =3 i - (for |k| < 1)
n=0

Pvelse =

Bestem summen:
=~ 2 _2+g+ 2 N 2 . pingo.coactum.de
= 5n-l B 5 25 125 (708646)
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Endelig geometrisk raekke

Sum af endelig geom. raekke (10.4.3) s. 384:
For alle reelle tal a og k # 1 geelder:

Zaki_l:a+ak+ak2+...+ak"_1:a-
i=1

Bevis: Lad snzzy’:laki_l:a—l—/a,k’—l—asz—l—...—l—a}cﬂf/'
. o
L<5M:/CH,(+/C\/L(/+ o +Clk1’”+qk
N
ks~ S = Gk -9
«n
B @*()S‘,\ =~ a(lk - 1)

Q- <o
Si, = .
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Den geometriske reekke Y ak'™!

1=1

er konvergent hvis og kun hvis |k| < 1, og sa er summen

>0 a
ak'™! =

)3 %

=1

Bevis: Det n’te led i afsnitsfolgen er (for k # 1)

. km—1
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Rentetilskrivning (10.1-3)

Et belgb Sy indsaettes i banken til en arlig rente r.
Ved arlig rentetilskrivning er belgbet efter et ar sa vokset til:

S()(l + 7“)

Hvis der tilskrives renter n gange om aret (n arlige terminer)

er terminsrenten - og det oprindelige belgb So

er sa efter en termin blevet til:

So(1 + %)
Efter et ar er belgbet blevet til:
Og efter t ar er belgbet blevet til:
S()(l -+ %)nt
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Ved n arlige rentetilskrivninger er den effektive arlige rente R
givet ved ((10.1.2), s. 377):

(I1+R)=(1+I)"

Det kan vises (exercise 10.2.6, ektra udfordring til uge 44)
at (14 7)™ er voksende i n.

Derfor: Jo flere arlige rentetilskrivinger, jo hgjere effektiv rente!
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Kontinuert rentetilskrivning

Belgb Sy er efter et ar med n rentetilskrivninger blevet til:

S()(l + %)n
Hvad sker der i graensen n — oco? (”kontinuert rentetilskrivning”)

Idet vi seetter h = % far vi:

=

r
14+ =)D"= +h)7r"=[1+n)*]
Vigtig graenseveerdi,
Nar n — oo vil h — 0. Derfor: se naeste slide!

lim (1+ —)" = [lim(1+h)F] = [e] =e"

n—00 n h—0

Belgb Sy er efter et ar med kontinuert rentetilskrivning altsa blevet til:

S T
0€ Kont. rentetilskr:

Efter t ar: SO (er)t _ Soe’r‘t

Hgjeste eff. rente!
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En vigtig greenseveerdi:

lim (14 h)% =e
h—0
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