Matematik A E2019
Uge 44, Forelaesning 1

Afsnit 9.1-2 (og lidt af 9.3)
Start pa integralregning:

Stamfunktioner, ubestemte integraler, bestemte
integraler, areal.



Stamfkt og ubestemte integr. (9.1)
f:I—R

Stamfunktion (antiderivative) til f:
Differentiabel funktion F': I — R sa

F'(z) = f(z) forallex el

Simple eksempler:
o F(z) =In(z) er en stamfunktion til f(z) = L (for z > 0)
e G(xr)=¢" er en stamfunktion til g(x) = e*

e Forallea# —1er H(z) = a%rla:““ en stamfunktion til h(z) = x®



Seetning:
Hvis I er en stamfunktion til f, sa er G givet ved G(x) = F(x) + C

(hvor C' er en konstant) ogsa en stamfunktion til f
\

Eﬁ:"/ﬁé‘(%\; F(x) + 0O -= FI(X\ = f?(x\'

Seetning:
Hvis F' og GG begge er stamfunktioner til f, sa
findes en konstant C' sa

G(x)=F(x)+C forallexel
Bevs D F, & er S”;CM%WZ."'Z . FI[X}9 G,(x)i’gl(x)
oo - et = F )= @) = Flxl =)=

el et = C

1= 6o s . (eller G07FG1-C
D



Definition af ubestemt integral ((9.1.1), s. 320):
Det ubestemte integral

[ @) da

er maengden af alle stamfunktioner til f.

Hvis F' er en stamfunktion til f, kan vi altsa skrive

/f dx = F(x) + C,

hvor C kan veere hvilken som helst konstant.
("arbitraer konstant”)

Simpelt eksempel:
1
/m dr = 5:132 +C




Simple regneregler ((9.1.8-9), s. 323):
[(@) £ g@)dn= [ s + [ g do

/af(:lf) dxr = a/f(a:) dx (hvor a er en konstant)
SO fradesFeyaC, g e
F(X\“G(X> N ]'ﬁo}—fplfﬁ TL(/ ’P(X\“fj()()\

jé(ﬂ*’j&ﬂjﬂ = FC+Eix) + C
= gqo(x)c/lx + Ej&)qﬁx



Dvelse

Udregn de ubestemte integraler:

/(63“3—3:132)6133 e P E}/ZJX

(e (oecd

C
fA"BX x> o+ C

—_—

3 1
/((Zt) + 7%) dt (hvor ¢t > 0)

j@f VAt g’\—oH
Q) g ) sl




Eksempel

”Sveert” problem: Bestem / In(x) dx

];DorW(fC[ (‘M[fjfc%l(om/ kommer SCWZFC]

Nemmere problem: Vis /ln(x) dr =xIn(z) —x+C

Ui sbel bore cheoke + F(xleG)=x )= I 3)

M«&\/f‘x‘_‘[:’ (w(x)‘l (P):/M/X\




Bestemte integraler og areal (9.2)

f : |a,b] — R kontinuert med stamfunktion F

Definition af bestemt integral ((9.2.3), s. 329):

b
[ t@de =| @) = (F@IL = FO) - Fl@

Bemeerk:

Definitionen afhaenger ikke af valget af stamfunktion!

[col G va stenflF 4 ] ol

R0 Gla) = (FOVHC) = (Fla)+ € )= F(b)-F(S)

Definitionen kreever ikke at a < b.
Vi kan bruge samme definition hvis @ > b (sa er f bare en fkt pa [b, a))
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Arealfunktionen

f er kontinuert og ikke-negativ (f(x) > 0) pa intervallet [a, b]

Areal-funktionen A pa [a, b] defineres sa pa folgende made:

y =1 ~
\\//
Yirerd

/A<r>/
b )

>
a t b X

Yy A

Bemeerk:
A(a) =0 og A(b) er lig hele arealet mellem grafen og x-aksen
fraz=atilz=0>5

Hvad er sammenhangen mellem arealtkt og det bestemte integral?



L) - Al

For sma h:

Lo A(%#L)-A(ﬂ N
Al) — — 1)

Altsa har vi argumenteret for:

A'(t) = f(t)

Arealfunktionen er en stamfunktion til f!



Da arealfunktionen er en stamfunktion til f: y =10 7~
\
_ O

[ @) de = A®) - At@) = A0 | e

a b x

Det bestemte integral er lig arealet mellem grafen og x-aksen fra x = a til x = b!

pingo.coactum.de
/ (708646)

/

velse: Udregn den eksakte vaerdi af arealet mellem
grafen for f(x) = e™" + 2z og x-aksen fra x = 0 til z = 2

Acea = j
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Areal for vilkarlige kont.

YA

For ikke-positiv f:

YA

g(b)

A= /ab —f(z) dx )

f(b)

y=gx)

For fkt med bade positive og negative veerdier:

Yy A

. /

y=f®

-

V |

szcs o

Opdel i intervaller hvor f er hhv positiv og negativ!
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Simple egensk. for best. integr. (9.3)

(9.3.1-5), s. 332-3
Hvis f, g er kont. fkt pa interval I med a,b,c € I geelder:

/bf(x)d:v:—/af(x)dx /af(a:)da;:

/{/f dx—/f der/f
/a(ozf(HBg( dm—a/f dx+/3/

Bevis: Brug deﬁmtlonen af det bestemte integral! F(X\JZX
t‘K IV\ORQ 06}59@7( Ay

f £6elol 1 J—ﬂ(xogx ~(F( a4 +(Fon) e J F(%}‘%)
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