Matematik A E2019
Uge 46, Forelaesning 1

Afsnit 11.2, 11.3(s.421-), 11.6-7, 12.8
Funktioner af flere variable:

Partielle afledede af fg@rste og anden orden,
Hessematricen, tangentplan



Lidt overblik

* (Forste-ordens) Partielle afledede for f(x,y)
e Definition (11.2)
e Udregning for konkrete funktioner (11.2)
* “Hvad forteeller de os om f?” (11.2,3,7)
* Generalisering til n variable (11.6)
e Tangentplan (12.8)

* Anden-ordens partielle afledede
e Definition og udregning for konkrete fkt (11.2)
 Hessematricen og Young’s seetning (11.6)

* En tidligere eksamensopgave

 Vikigger den igennem, men regner den ikke (kommer
senere)



Partielle afledede (11.2)

Betragt funktionen z = f(z,y) givet ved
flz,y) = xy* + 2* for alle (z,y) € R?

Hvordan @ndrer funktionsveerdien sig ved sendringer i x og y?

1) Hold y fast, og betragt sendring i x.
Altsa betragter vi z = f(x,y) som en fkt kun af z: g,(x) = f(x,y)

Differentialkvotienten for denne fkt er:

8,2 8f B — 2 4o “Den partielle afledede
gy y af f(x,y) mht x”

Notation! (se s.413)

2) Hold x fast, og betragt sendring i y.
Altsa betragter vi z = f(z,y) som en fkt kun af y: h,(y) = f(x,y)

Differentialkvotienten for denne fkt er:
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Formel definition af partielle afledede (s. 414 gverst)

Lad f(x,y) veere funktion defineret pa D C RZ.
Da defineres de partielle afledede mht hhv x og y ved:
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(hvis disse greenseveerdier eksisterer!)

NB: fi(z,y) og f5(x,y) er ligesom f(x,y) funktioner defineret pa D

(hvis greenseveerdierne eksisterer for alle (x,y) € D)

Definitionen er vigtig for grundleeggende forstaelse(!), men typisk bruger vi
den ikke til bestemmelse af partielle afl. for konkrete fkt, da vi allerede

kan differentiere rigtig mange fkt af én variabel (jvf gvelsen fra for) >



Lad os prgve at bruge definitionen i et enkelt simpelt eksempel:

f(z,y) = 2y’
Udregning af f}(z,y) vha definitionen:
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Okonomisk eksempel: Produktionsfunktion

F(L,K), hvor L,K >0

(output som fkt af anvendt arbejdskraft (L) og kapital (K))

or

oL
Stigningen i output, hvis virksomheden anvender
en ekstra enhed arbejdskraft (approximativt!)

”Marginalproduktet af arbejdskraft”

F(L+1,K)—F(L,K

= F(L+1,K) - F(L,K)

OF
K F5(L, K) : Stigningen i output, hvis virksomheden anvender

en ekstra enhed kapital (approximativt!)

”Marginalproduktet af kapital”



Anden-ordens partielle afledede

Betragt de (forste-ordens) partielle afledede af f(x,y):

oL = filz,y) og G = fila,y)

De anden-ordens partielle afledede af f(x,y) er de
(forste-ordens) partielle afledede af f{(z,y) og fi(x,y) (s. 415):

8x(g£):%: 11(2,9) a (gi) (9?/2;:1:: 12(2, )
2 =T (D)=L = s

(hvis disse afledede eksisterer!)

[Videre kan sa defineres tredje-ordens afledede (8 stk), etc.]




Tilbage til vores fgrste eksempel:

flz,y) = xy® + 2°

fi(z,y) =y* + 2z fo(z,y) = 2xy

Partielle afledede af anden orden:

(xy)=0+2 =2 {g(x,y)zozg/Jro :Za/

o (z,y) = & 4 (T, y) = 7 x




Partielle aﬂedede geometnsk (11.3)
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Figure 11.3.9 Partial derivatives
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Partielle afl., n variable (11.6)

Definitionen af partielle afledede kan umiddelbart udvides

til tkt af n variable flz1,29,...,2,) = f(x)

Den partielle afledede af f mht x; fas ved at holde

alle andre variable fast og differentiere mht x;, dvs.

of o fle, e+ by ) = f(T, - Ty )
8a:i_fi(x1’“"xn)_ilzli% ,
Definitionen af anden-ordens afledede udvides tilsvarende
Simpelt eksempel:  f(z,y,2) = 2%y — x2
of 0° f -
a__flxya (;ZX —“2=Z>(J~—Z 920z = f15(2,y, 2 )—O ‘ B ]

\

(se evt opgaven pa sidste slide fra sidste forelaesning)

—
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Forste raekke:

Hessematricen (s. 432) pe afledede af /(2.

(the Hessian matrix)

For funktion f(x,y) af to variable:

/!

e =ate = (00 B0DH-

Anden raekke:
De afledede af f5(x,y)

For funktion f(x1,x2,x3) af tre variable:

) iz, 20, 23)  fio(x1, 22, 23)  fis(x1, z2, 3)
f (331,332,373) — fé’1($1,$2,$3> féIQ(CEl,ZCQ,CBg) fé%(xlax%xfﬂ)
s1(x1, w0, 23)  fih(x1,20,23)  fi5(T1, 22, 23)

Tilsvarende udvides til fkt f(x1,...,x,) af n variable (se bogen!)

Hessematricen bliver i mange fremstillinger brugt ifm ekstremumsundersggelse! 12



f(z,y) defineret pa D C R?

f siges at veere en C-funktion pa D, hvis de fgrste-ordens
partielle afledede eksisterer og er kontinuerte overalt pa D

f siges at veere en C?-funktion pd D, hvis de anden-ordens
partielle afledede eksisterer og er kontinuerte overalt pa D

NB: En C?-funktion er ogsa en C!-funktion

Young’s seetning (simpel version for 2 var. af Thm 11.6.1, s. 433)

Lad f(z,y) veere en C*-funktion. Da er

{/Z(xay) — é,l(xvy) .

”De blandede anden-ordens partielle afl. er ens”

(Som vi ogsa sa i eksemplet pa slide 9)
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Tangentplan (12.8)

Tangent plane

Ligning for tangentplan ((12.8.3), s. 476)

Ligningen for tangentplanen til grafen for f(x,y)
1 punktet P = (3307y07 f(a;O?yO)) €T

z— f(xo,y0) = f{gx()ay())(x — x0) + fé(ﬂfoayo)(y — Yo)

Dvs: Tangentplanet bestar af\alle de punkter (z,y, z),;'lder opfylder denne ligning
For at finde ligning for tangentplan i punkt (xo Yo, f(xo0,y0)) pa grafen,
skal man altsa bestemme fl(xo Yo) 0Og fg(:co Yo)

Bemeerk analogien til tangentens ligning for fkt af en variabel! "



Eksamen juni 2019, opgave 2

[ (hap. 13)
Opgave 2 _Komrer Senerée | ( /D
Lad funktionen f: R? — R vaere givet ved forskriften 4) Undersgg for hvert af de to stationzere punkter, om det er et
maksimumspunkt, minimumspunkt eller sadelpunkt.
2 1 3 3 2
flx,y) =—x“+2x+ gy — Ey +2y+4 5) Find en ligning for tangentplanen til grafen for f gennem punktet
(2,0,1(2,0)).
1) Find de partielle afledede 6) Find vaerdimengden for f.
! U l‘
fi(x,y) og fy(x,¥) \L_\,

i et vilkarligt punkt (x,y) € R?. «

SO
[2) Vis, at f har netop to stationzere punkter, og find disse. |- L(D Mmmer 5@1/\ cr€ L(QP { 3

-\-\ S\Le’ ?

3) Find Hessematricen H(x, y) for f i et vilkarligt punkt (x,y) € R?.

NB: Opgaven kommer pa programmet senere i kurset!
Men | er selvfglgelig velkomne til at tage forskud pa gleederne © ;;



Dvelse (kun hvis tid)
f:R? = R givet ved:

flz,y) =2 +y°
Find ligningen for tangentplanen til grafen i punktet (1,1, f(1,1))
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