Matematik A E2019
Uge 46, Forelaesning 2

Afsnit 12.1-4
Funktioner af flere variable:
Kaederegler, implicit differentiation



Lidt overblik

* Haengeparti fra sidst: Tangentplan (12.8)
* Kort om midtvejsevalueringen

e Kederegler (12.1-2)

 Differentiation af sammensat funktion, nar der indgar fkt
af flere variable

* Implicit differentiation - igen! (12.3-4)

e Generel formel for differentialkvotienten af en implicit
given funktion vha partielle afledede



Keedereglen — simpel version (12.1)

Betragt en funktion z = f(x,y) af de to variable x og y

Antag at r og y begge afhenger af en variabel t:

z=g(t) og y=ht)

Sa har vi den sammensatte funktion

dz

Hvordan kan vi bestemme differentialkvotienten & = F'(t) ?

Hvis vi kender funktionerne g, h og f, sa kan vi finde
et udtryk for F'(¢), som sa kan differentieres

Men det er ofte nyttigt med en generel formel for % = F'(t)

-> En “keederegel”



For den sammensatte funktion z = F(t) = f(g(t), h(t)) geelder:

F'(t) = fi(g(t), h(t) - g'(t) + fo(g(t), h(2)) - B'(2),
hvilket ogsa kan skrives (husk x = ¢(t) og y = h(t))

dz dx dy

o = fi(z,y)— pn + folz,y)— y7 (12.1.1), s. 444

Bemsaerk analogien til den velkendte kaederegel for fkt af én variabel!

- pingo.coactum.de (708646)

Kort gvelse: Bestem 42 nar z = xze¥, hvor © =t og y = t?
dt

Brug fgrst kaedereglen.

Check dernaest resultatet ved at udtrykke z som fkt af ¢
og sa differentiere
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Dkonomisk eksempel (Example 12.1.4, s. 445)

Et samfunds ”velstand” er en fkt af BNP x og forureningsniveau y: u(x, y)
(realistisk at antage u)(z,y) > 0 og us(x,y) < 0)

Forureningsniveau y er fkt y = h(z) af BNP (realistisk at antage h'(x) > 0)

Altsa kan velstanden udtrykkes som fkt kun af BNP:
U(z) = u(z, h(z))

1) Brug kaedereglen til at bestemme et udtryk for U’ (x)

(<) =00 (x, W(x)) |+ UZ‘(x,h(x\B—L\‘(x)

2) Find en ngdvendig betingelse for, at * er det optimale BNP

U((X*) =0 = U\( (x‘(k(f)B 4+ U\L(%K/Q(x”)) A L[((X&)

= 0'(2k6)) 2= 0, (2 L)) ()
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Keedereglen — mere generelt (12.2)

Betragt igen en funktion z = f(x,y) af de to variable z og y

Antag nu, at x og y begge afhsenger af to variable: t og s:

L = g(tv S) og Y= h(ta S)

Kadereglen for den sammensatte funktion

= F(t,s) = f(g(t, ), h(t, 5))
er sa.
0 0 %,
o= filay) 5 + Bay),
o8 0 o0 0
o= flay) 5+ fey) 5

(12.2.1-2), s. 449

Bemsaerk analogien til det simplere tilfselde fra tidligere!




Kan generaliseres til tilfselde, hvor z er tkt af n variable
2= fx1,...,2n)

og hvert x; er en fkt af m variable

:Bi:gi(tl,...,tm) (forizl,...,n)

Sa bliver keedereglen (med ren Leibniz-notation):

%_ 0z 8:}01_'_ 0z 8:1:2_|_ N 0z Ox,,
8tj N 833‘1 Btj 8$2 8tj o 833n 8tj

for j=1,...,m

(se (12.2.3), s. 450 for preecise antagelser om f og g;’erne)
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Implicit differentiation - igen! (12.3)

Uge 41, 1 (ex 7.1.2, s. 223):|y> + 32%y = 13

Plot af lgsninger (z,y):

Funktion y = f(x)! /\
(”implicit given funktion”) | .

y*+3x?y =13
-4 -3 -2

Vi fandt tangentheeldn. 3’ i (2,1) ved implicit diff.:  indsete=2y=1
/ 2xy

/
y 3y +6z-y+3z¢-y =0 —— — 2-2-1

— 221 __ 4
isolér 1/ r2+4y2 22412 5

Nu: Udled generel formel for 4’ for implicit givne funktioner

Bemeerk, at kurven ovenfor er niveaukurve for F(z,y) = y° + 32°y:
F(z,y) =13
Derfor opfylder den implicit givne fkt y = f(z):
Bz, f(x)) =13 10



Generelt: Betragt niveaukurve for fkt F'(x,y)
F(zx,y) =c

Antag den definerer y implicit som fkt y = f(z) |
(omkring pkt P, dvs for x i interval I) :

For alle z € I geelder sa: | F(x, f(x))(=c

Differentiér funktionen u(x)

V= L fe) 1+ F

F(x, f(z)) vha keaedereglen {simpel version!):
Lz

(x £CO)N - Fix) = o,

Heraf fas: ’?‘(X) _

Altsa har vi fglgende generelle formel for " for funktionen y = f(z)
givet implicit ved F'(x,y) = ¢ ((12.2.3), s. 453):

. Fay)
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Tilbage til eksemplet fra uge 41:

Y + 3x°y = 13 ;
F(z,y) /\

Fl(z,y) = L 2x 3 = é)(B/

Fy(z,y) = 33 + x© :3()(21132)

Ved anvendelse af formlen far vi sa:

g F@y __ bxy
Fy(z,y)

)(::2. jc‘,

L
—

ZXB, L/z 5

- Samme resultat!

7‘ / sm medd deu
Z(X +j > “ +j Z ' (i.‘dl.f\ale,‘fojc>

Bemeerk: Vi kan ogsa betragte x som implicit given fkt af .
Ved argumenter som pa forrige slide ovenfor fas formlen:

By 1 -
L= F'(ZB y) ? (hvis Fy(z,y) # 0)
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Kort om impl. givne fkt. af flere var. (12.4)

F(:C, Y, Z) = C | —— Implicit given fkt z = f(z,y)

Opfylder: F(x,y, f(z,y)) =

Vha kaedereglen kan man differentiere g(z,y) = F (z,y, f(x,y)) mht z og y
= (

og deraf fa formler for 2/, = 9% og 2, = = 22 ((12.4.1), s. 457)
S - _F{;(w,yé,%) 00 o _ By
Fl(o, 4, 2) ' = T E )

Bemeaerk analogien til det tidligere resultat for
implicit given fkt af én variabel!

Kan videre generaliseres til vilkarligt antal variable (se (12.4.2), s. 459)
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