Matematik A E2019
Uge 47, Forelaesning 1

Afsnit 11.8, 12.6-7
Funktioner af flere variable:
Partielle elasticiteter,
homogene og homotetiske funktioner



Lidt overblik

 Partielle elasticiteter (11.8)

* Generalisering af elasticitetsbegrebet til funktioner af
flere variable

* Homogene og homotetiske funktioner (12.6-7)
* Typer af funktioner, der ofte dukker op i gkonomisk teori

* Vi fokuserer mest pa fkt af 2 variable, men
generalisering til n variable er “lige ud ad landevejen”

* Fra naeste forelaesning:
Optimering/ekstremumsbestemmelse for
funktioner af flere variable



Elasticitet, en variabel

(Afsnit 7.7, uge 41 forelzaesning 2)

For en differentiabel funktion f med f(xz) # 0 er
elasticiteten mht 2 defineret ved:

Bl f(z) = —— f'(2)

XL

f(z)

Husk fortolkning: Elasticiteten giver os
(approximativt) den procentvise &endring i
funktionsvaerdien ved en a&ndring pa 1% i x-vaerdien

NB:
 Differentialkvotienter: Absolutte sendringer
 Elasticiteter: Relative eendringer!



Partielle elasticiteter (11.8)

Lad z = f(x,y) veere funktion af to variable.
De partielle elasticiteter mht hhv = og y er (se (11.8.1), s. 437):

x 0z y 0z
El,z = —— Bl »=2—
© T L Ox °S vET 0y
Alternativ notation:
. L / B Y /
EICB f($7y) _ f(:c,y)fl(x’y) Og Elyf(xvy) — f(:c,y)f2(x’y)

Fortolkning som tidligere!
(Men husk at y holdes fast, nar vi finder El, og omvendt)

Definitionen kan umiddelbart generaliseres til ftkt af n variable



Bevis: In(z) = In(f(e™7, e"¥))
Brug kaedereglen

Formler, der kan vare nyttige:
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(elasticiteter som (dobbelt-)logaritmiske afledede) A

Eksempel: z = f(aj,y) =$2y3e”3+y ({Of X, j >0> @1(
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Okonomisk eksempel

Efterspgrgselsfunktion (vare i) for forbruger:

Indkomstelasticitet: El,, D; = )

Egen-priselasticitet: El, D; =

Kryds-priselasticitet: El, D; = £

Di(mapiapj)



Homogene ftkt, 2 variable (12.6)

Lad f(x,y) veere funktion af to variable.

f siges at veere homogen af grad k, hvis:

f(tx,ty) =tk f(x,y) for alle (z,y) € D ogt >0

Eksempler: f(z,y) =+ 2y + /2% + y?
F(L,K)=AL*K" (a,b>0)
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Eulers ssetning (Thm 12.6.1, s. 464):

f(z,y) er homogen af grad k hvis og kun hvis
zfi(x,y) +yfa(w,y) = kf(z,y) foralle (z,y) € D

Vi viser: Hvis f homogen af grad k, sa zf](xz,y) +yfo(z,y) = kf(z,y)

Lad (x,y) € D. Da har vi for alle ¢ > 0:
v . M5
f(tz,ty) = t*f(z,y)

Differentiér begge sider mht t: / .
VS| KQJ‘@FC@E( {Sl/‘-\ye’ '—/ﬁfSIQ)L,\ )

Jr\(fxfsj) ><+’F('€x1£\j 2/

100t e )
For t=0

J?l‘(xlj\~>< +$L‘(x(j\‘} - k'?(x(j\

Iseer: 8
f(z,y) homogen

NB: Se ogsa egensk. for homogen fkt i (12.6.3-5), s. 464-5 af grad k — 1




f(ta, ty) =t f(z,y)
rfi(z,y) +yfolz,y) =kf(z,y)

(velser:

1) Vis, at nedenstaende fkt er homogen, og bestem homogenitetsgraden k

(en del af opgave 1, spm 2 fra eksamen juni 2019) T
o ST — - pingo.coactum.de
f(CIZ', y) — = ;/2@4_2352\/— (hVOI' T,y > O) (708646)
{J/Z(ZXJE\"EJ\J’:(> L
= ra
”F[%X/ JCJ) _ ‘C 'F(Y,j )

Hono\gek« c,:%: Src.J I/L:~’J2“ '
2) (Hvis tid!) Verificér, at ligningen i Eulers szetning geelder for

f(azy—x+2y+\/m 2<L\6Mba, c}g{‘qj’)
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Homogene funktioner og niveau-kurver (s. 466-7)

1

B X (tx,, ty,)

=V

@1, 1) = f(x2,y2) = fltar,tyn) =0 f(z1,01) = t7f(22,92) = f(taa, tys)

Hzldning pa niveau-kurver er den samme langs halvlinie fra (0, 0)
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Homog. og homotetiske fkt (12.7)

Definition af homogene tkt kan umiddelbart udvides til n variable:

f(txy, txe, ... tx,) =t f(x1,20,...,2,) foralle (z1,...,7,) €D ogt>0

Teknisk detalje:

Definitionsmaengden for en homogen funktion skal vaere en kegle

D C R" er en kegle hvis

(x1,...,2p) €D = (txy,...,tx,) € D forallet >0

Eulers ssetning, n variable (Thm 12.7.1, s. 469):

f(x1,...,z,) = f(x) er homogen af grad k hvis og kun hvis
r1fi(x)+ ...tz fl(x) =kf(x) forallexe D
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Homotetiske funktioner

NB: Vi fokuserer pa fkt af 2 variable, men alt kan generaliseres til n variable

Lad f(x,y) veere fkt defineret pa kegle K C R*

f siges at veere homotetisk hvis (for alle (z1,y1), (z2,y2) € K):

f(xlayl) - f('r27y2) = f(txhtyl) — f(tx27ty2) for alle ¢t > 0

Grafisk: | \,\ \

B v\\ (txy, 1y,)
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Hvis f er homogen, sa er f homotetisk
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Saetning (Thm 12.7.2, s. 472):

Lad f(z,y) veere en homogen fkt (af vilkarlig grad k).
Lad H(z) veere en strengt voksende fkt af én variabel.
Sa er den sammensatte funktion F'(x,y) = H(f(z,y)) homotetisk.

Eksempel: F(x,y) = zy+1 ((z,y) € R?) er homotetisk, men ikke homogen
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