Matematik A E2019
Uge 47, Forelaesning 2

Afsnit 13.1-3
Funktioner af flere variable:

Nedvendige og tilstraekkelige betingelser for
globale og lokale ekstremumspunkter



Lidt overblik

* | dag: “Ekstremumsbestemmelse” for funktioner af
2 variable
* Ngdvendige fgrsteordensbetingelser (13.1)

* Tilstraekkelige anden-ordensbetingelser for lokale
ekstremumspunkter (13.3)

* Tilstreekkelige betingelser for globale ekstremumspunkter
(13.2)

* Vigtige og ofte anvendte resultater!

* Husk prgveeksamen/lynprgve fredag d. 6. dec!!!

* Se dokument i gverste modul p& Absalon (“Lynprgver E19”)
for praktiske detaljer

* Pensum til progveeksamen: Alt stof fra forelaesningsplanen
til og med denne uge (47). Opgaverne til holduv. naeste uge
er saledes ogsa relevante for prgveeksamen.



Ngdv. fgrsteordensbet. (13.1)

Betragt funktion f(z,y) defineret pa S C R?

(x0,y0) € S er et globalt maksimumspunkt for f hvis
f(@o,y0) = f(z,y) for alle (z,y) € S

(x0,y0) € S er et lokalt maksimumspunkt for f hvis
f(zo,90) = f(x,y) for alle (z,y) i en omegn af (zo, yo)

[”1 omegn af (xg,y0)”: I lille cirkelskive med centrum (zg, yo)]

Bemeerk:

Strengt globalt /lokalt max-pkt, hvis der geelder ”>" i definitionen

Et globalt max-pkt er et lokalt max-pkt, men det omvendte
gelder ikke ngdvendigvis

Globalt/lokalt minimumspunkt defineres tilsvarende



Grafiske eksempler pa globale/lokale ekstremumspunkter:

(z0,y0) = (0,0) er et globalt min-pkt for f(z,y) = z° + y*:
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(x0,y0) = (0,0) er et lokalt max-pkt for f(x,y) = Se (@ 7)) 4 g2 4 g2

.5}'
(0,0) er ikke et globalt max-pkt! 4



Lad (xg,yo) veere lokalt maksimumspunkt for f(xz,y) (o et indre pkt” i 5)

Betragt fglgende funktioner af én variabel: *

g(z) = f(z,90) —
hy) = flzoy) — 7

Da (xg,yo) er lokalt max-pkt for f er:

xo lokalt max-pkt for g

Yo lokalt max-pkt for h

Derfor:
xq er kritisk pkt for for g:

Yo er kritisk pkt for for h:

9'(370) = f{(fﬂoayo) —
h’(yo) = fé(anyO) =

0
0

Altsa:| (zg, yo) er et km'tz's/i punkt for funktionen f

i
(kaldes ogsa et stationert pkt)

P = (xq, yo, f(x0, ¥0))

z=f(x1Y)

[NB: samme udledning kan laves, hvis (xg, 7o) er minimumspunkt|
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Theorem 13.1.1 (s. 496): Ngdvendige fgrsteordensbetingelser
Lad f(x,y) veere en funktion defineret pa S C R?

Hvis (zg,y9) er et indre lokalt ekstremumspunkt (max- eller min-punkt),
sa er (xo,yo) et kritisk punkt, dvs.

fi(zo,y0) =0 og fo(zo,y0) =0

(Bemeerk: Det antages, at de partielle afledede eksisterer)

Altsa: Nar vi sgger efter indre ekstremumspunkter for f,
sa kan vi ngjes med at lede blandt de punkter, der opfylder
forsteordensbetingelserne (FOCS)

fiz,y)=0 og fi(z,y)=0

Kort gvelse:
Vis, at funktionen f(z,y) = (22 — 6)? + 3y* har globalt ,
minimumspunkt i (3 0). Check, at dette er et kritisk punkt /

?(3«3 )20 for alle (xq) &! - f(z0)=0 = (3, 63 e o, ;1»: PL?‘
ﬂ@(%s 2 (2(2x~¢)) = 8%~ 24 2'Ge)=F'(5,0) =
,C [x(j) 12/3 - (2{03 Lcr ool ")[;'J‘ ’




Tilstr. bet. for lokale ekstrem.-pkt (13.3)

For funktioner af én variabel (uge 40, forelaesning 2):

Saetning (8.6.2), s. 308:
Lad f : I — R veere to gange diff. og ¢ veere et indre kritisk pkt.

Hvis f(¢) < 0, sa er c et (strengt) lokalt maksimumspunkt.

Hvis f”(c) > 0, sa er c et (strengt) lokalt minimumspunkt.

Et lignende (men mere komplekst) resultat geelder for
funktioner af to variable!

Vi skal have fat i alle de fire anden-ordens partielle afledede,
som jo indgar i Hessematricen:

/! /!

P = (o oo

21 (T, ) faa(z,y)



Men fgrst: Definition af ”saddelpunkt” (s. 504)

Lad f(x,y) veere funktion defineret pa S og (zg,yo) et indre pkt i .S

At (zg,yo) er et kritisk punkt for f, er en ngdvendig men ikke tilstrekkelig
betingelse for, at (xg,yg) er et lokalt ekstremumspunkt for f

Saddelpunkt: Et kritisk punkt, der ikke er et lokalt ekstremumspunkt

Eksempler:

f(xay) — ZL'2 _ y2 (anyO) — (07 )
(manO) — (030)




Theorem 13.3.1, s. 505-6:

Anden-ordens test for lokale ekstremumspkt.
Lad f(z,y) veere en C*-funktion pa meengden S.
Lad (zg,yo) veere et indre kritisk punkt for f.

Definér:

A= fill(lb?y())) B = f{,Q(xoayO) — féll(a;O?yO) 08 C = fé,2(3307y0)
Sa geelder:

e Hvis A <0 og AC — B% > 0, sa er (g, yo)
et (strengt) lokalt maksimumspunkt

e Hvis A >0 o0g AC — B% > 0, sa er (g, yo)
et (strengt) lokalt minimumspunkt

e Hvis AC — B% <0, sa er (zg,yo) et saddelpunkt

o Hvis AC — B? =0, s kan (xq,yo) veere
et lokalt max-pkt, et lokalt min-pkt eller et saddelpunkt
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Eksempel/gvelse: f(x,y) = 2° — 322 + 2y°

Bestem alle kritiske punkter

o) =3x-6x = 3x (x-2)
?z‘(x,j) = 72/
3}(()(,_&>::Q X =0 C/((ff X =2

g e 12 o o) o5 (2,0)
Prgv for hvert kritisk pkt at afggre, om det er et lokalt max-pkt,
et lokalt min-pkt eller et saddelpunkt

Rlgbx-b  Falxg)s 7 §.(n9)= 0
(00) 1 A=-6<o (=9 [$=O
AC‘&L:"ZL(<O —> (0103 e/e’F Sqoooec(/)[dl

(20)1 A= b>o (=Y [ =0
AC-BT=24 > —> (20) er o lok. migld




En smule baggrund for Thm 13.3.1

————————————————————

et (Strengt) okalt mak81mumspunkt

©

(e}

£

”"Hvor kommer disse betingelser fra?” y="Yo (@0, %0)

A = fi1(zo,y0) <O:
Sikrer, at fkt g(x) = f(z,yo) har lok. max-pktA

(A= g"(20))

Dvs. at f betragtet som fkt kun pa linien y = yo har lok. max-pkt i (xg, yo)

De to betingelser sikrer tilsammen,
at det tilsvarende gaelder for f pa enhver linie gennem (zq, yo)

Og det sikrer endelig, at f(x,y) faktisk har lok. max-pkt i (zq, yo)
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Tilstr. bet. for glob. ekstrem.-pkt (13.2)

For funktioner af én variabel (uge 40, forelaesning 1):

Lad f: I — R og c veaere et (indre) kritisk pkt.

Hvis f er konkav (f”(x) < 0), sa er ¢ et maksimumspunkt.

Hvis f er konveks (f”(z) > 0), sa er ¢ et minimumspunkt.

Et lignende resultat geelder for funktioner af to variable!

Men det er mere komplekst at checke konkavitet/konveksitet af f

Nyt begreb: Konveks maengde i R?  Convex Non-convex
(s. 500)




Theorem 13.2.1, s. 500-1:

Tilstr. betingelser for globale max- og min-pkt
Lad f(x,y) veere en C*-funktion pa den konvekse mgd S.
Lad (xg,yo) veere et indre kritisk punkt for f.

e (xzq,10) er et globalt max-pkt for f pa S,
hvis der for alle (x,y) € S geelder:

{/1($’y) S O, éIQ(ZU,y) S 0 og
2
(o) o, y) — [t y)]” > 0

e (xg,10) er et globalt min-pkt for f pa S,
hvis der for alle (x,y) € S geelder:

(e y) 20, fhley) 20 og
2
() (e, y) — [Fiaey)]” = 0
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Simpelt eksempel (fra tidligere kort gvelse):

f(z,y) = (22 — 6)? + 3y* for alle (x,y) € R?
A

| =
f{ (CE, y) = 2(2(237 — 6)) =8r — 24 konveks mgd! :

fo(z,y) = 12¢°

(20,y0) = (3,0) er kritisk punkt

(@, y) =82>0 o (z,y) = 36y >0 " (2, y) = 0

2
(@, y) foa(x,y) — [flalz,y)]” = 8- 36y > 0

— Thm 13.2.1 giver da, at (3,0) er et globalt minimumspunkt
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