Matematik A E2019
Uge 48, Forelaesning 1

Afsnit 13.5-6
Funktioner af flere variable:

Ekstremvaerdisaetningen, topologiske begreber,
generalisering til n variable, strengt voksende
transformationer



Lidt overblik

e Ekstremumsbestemmelse for fkt af 2 variable pa
“kompakte” maengder (13.5)
* Ekstremveerdisaetningen: Eksistens af max- og min-pkt
* Metode til at finde dem (vigtig metode!)
 Kort intro af nogle topologiske begreber i planen (RR?)

* Lidt om generalisering til n variable og et resultat om
“strengt voksende transformationer” (13.6)

* Naeste gang: Evt haengepartier og nogle eksempler pa

optimeringsproblemer
(NB: For en gangs skyld er der ikke nyt laesestof)



Ekstremveerdisaetn., 2 var (13.5)

For funktioner af én variabel (uge 40, forelaesning 1):

Ekstremvaerdissetningen, 1 var (Thm 8.4.1, s. 294):
En kontinuert funktion f pa et afsluttet og begraenset
interval |a, b] har et maksimumspunkt og et minimumspunkt.

Der findes altsa ¢, d € [a, ] sa:
f(d) < f(x) < f(c) for alle x € [a,b].

For en differentiabel fkt f : [a,b] — R kan vi ﬁndel
alle ekstremumspunkter ved at ”lede” blandt:

1) alle kritiske punkter for f i (a,b)

2) endepunkterne a og b

Nu: 2 variable!
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Open Closed Neither open
="aben” ="lukket /afsluttet” nor closed

S er aben, hvis alle punkter i S er indre punkter
S er lukket/afsluttet, hvis den indeholder alle sine randpunkter

Bemeerk:

En maengde er ikke ngdvendigvis enten aben eller afsluttet

S = R? er bade aben og afsluttet



S er begrenset (bounded), hvis den er indeholdt i tilstr. stor cirkel:

Interior
point

S er kompakt, hvis den er bade afsluttet og begraenset

Eksempler pa kompakte meengder:
Budgetmaengde (lad p,q,m > 0)

{(z,y) |2* +y* < 1} {(z,y) |z >0, y>0, pr+qy < m}
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Ekstremvaerdissetningen, 2 var (Thm 13.5.1, s.

Lad f(x,y) veere en kontinuert funktion defineret pa
en (ikke-tom) kompakt maengde S.

Da har f bade et (globalt) maksimumspunkt og et
(globalt) minimumspunkt i S.

Dvs. at der findes punkter (a,b) og (c¢,d) i S sa:
fla,b) < f(x,y) < flc,d)  for alle (z,y)

518):
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Metode: Find max- og min-pkt for f(z,y) pa kompakt S

Overordnet:
1) Find mulige ekstremumspunkter i det indre af S

2) Find mulige ekstremumspunkter pa randen af S

3) Sammenlign funktionsveerdierne i alle de mulige ekstremumspunkter

Mere detaljeret:

1) Find kritiske punkter i det indre af S (ngdv. FOC!)

2) Find max-pkt og min-pkt for f pa randen af S ved (lgst sagt)
at udtrykke f pa randen som en funktion af én variabel.

NB: Ofte ma man opdele randen i flere ”stykker” og finde
max-/min-pkt for f pa hvert enkelt stykke

3) Sammenlign funktionsveerdierne i de mulige max-/min-pkt

Man bliver kun fortrolig med metoden ved at anvende den!




Example 13.5.1 (behandles kun overordnet, laes selv detaljer!) |

fley)=a®+y+y—1  S={@y)|e*+y*<1) o)
// 1
Find (globale) maks- og min-punkter for f pa S /

og de tilhgrende max- og min-veerdier
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Eksempel /opgave (en del af opg 2 fra eksamen august 2017)

flr,y) =2’ +2° —y+y*+oy  S={(z,9]|0<2<1,0<y <1}

A

Find (globale) maks- og min-punkter for f pa S
og de tilhgrende max- og min-veerdier (

~.

1) Find kritiske punkter i det indre af S //

(pingo.coactum.de, 708646) /
[/

2) Undersgg randen af S for mulige max-/min-pkt \'

3) Sammenlign funktionsveerdier i alle de mulige max-/min-pkt
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[Til de hurtige: Begynd evt pa exercise 13.5.1 eller 13.5.2(a)]
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fla,y) =2+ 2> —y+y"+2y  S={(z,y)]0<z<1,0<y< 1}
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Nyttemaksimeringsproblem, 2 varer:

max u(x,y) under bibetingelsen pz + qy < m
z,y>

Vi skal altsa finde max-pkt for u(x,y)
pa budgetmaengden S = {(x,y)|z >0, y >0, px+qy < m}
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Lidt om udvidelse til n var (13.6)

De topologiske begreber fra tidligere kan alle generaliseres til R"
”» Aben cirkelskive” i def. af indre pkt skal erstattes af ”aben kugle”:

Boundary
® point LSSl -

------
Sy

Interior

point ( xg,y.o":..zo |
\‘\‘ _“_______"_'-;-.x '
[Aben kugle: B,(a1,...,an) = {(x1,...,2,) | /(21 —a1)2 + ...+ (xn — an)? < 1}]
Indre pkt i mgd S C R™: Der findes aben kugle omkr. punktet,
som er indeholdt i S.
Aben mgd S C R"™: Alle pkt i S er indre punkter (som i R?!)
Etc...
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[For spec. interesserede: Se "FMEA” (Mat B) kap 13|



”Nagdv. FOCS” og ekstremveaerdissetningen gaelder ogsa for n var.!

Theorem 13.6.1 (s. 522): Nddvendige fgrsteordensbetingelser
Lad f(z1,...,x,) veere en funktion defineret pa S C R"

Hvis (c1,...,cy) er et indre lokalt ekstremumspunkt

(max- eller min-punkt), sa er (ci,...,c,) et kritisk punkt, dvs.

filc1,...,c,) =0 forallei=1,...,n

Ekstremvaerdissetningen, n var (Thm 13.6.2, s. 523):

Lad f(x1,...,2,) veere en kontinuert funktion defineret pa
en (ikke-tom) kompakt maengde S C R"™.

Da har f bade et (globalt) maksimumspunkt og et
(globalt) minimumspunkt i S.
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?Strengt voksende transformationer”

Fglgende problemer har samme lgsning(er):

2 2 3
max e® T2 =Y for (z,y) € S

max 2 + 2zy® — y° for (z,y) € S

Generelt (Thm 13.6.3, s. 523):

Lad f(x1,...,x,) veere funktion pa S C R"

Lad F'(x) veere en strengt voksende funktion af én variabel

Betragt den sammensatte fkt g(x1,...,z,) = F(f(z1,...,2,)) pa S
oglad c = (c1,...,cp) €S

Da geelder:

c er max-pkt for f pa S < c er max-pkt for g pa S
Og
c er min-pkt for f pa S < ¢ er min-pkt for g pa S
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Eksempel fra gkonomi: Transformation af nyttefunktion

Fglgende problemer (hvor a € (0,1)) har samme lgsning:

a

max 2% ~% under bibetingelsen pzx 4+ qy < m

x,y>0

max aln(z) + (1 —a)ln(y) under bibet. pzr+qy <m
z,y
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